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1. fejezet
Bevezete´s
A diofantikus egyenletek elme´lete´ben az alapproble´ma´k a megoldhato´sa´g eldo¨nte´se, a meg-
olda´ssza´m vizsga´lata e´s az o¨sszes megolda´s megkerese´se. 1970-ben Matjaszevics negat´ıv
va´laszt adott Hilbert 10. proble´ma´ja´ra, amennyiben megmutatta, hogy nem le´tezik min-
den egyes egyenletre e´rve´nyes univerza´lis elja´ra´s diofantikus egyenletek megoldhato´sa´ga´nak
eldo¨nte´se´re. I´gy me´ginka´bb nincs univerza´lis elja´ra´s a megolda´ssza´m e´s az o¨sszes meg-
olda´s meghata´roza´sa´ra. Eze´rt ku¨lo¨no¨sen jelento˝sek azok az eredme´nyek, melyek diofantikus
egyenletek egy-egy sze´les e´s fontos oszta´lya esete´n adnak va´laszt az alapproble´ma´kra.
Rendk´ıvu¨l e´rte´kesek az effekt´ıv ve´gesse´gi te´telek, melyek egy-egy egyenlet oszta´ly va-
lamennyi egyenlete´re a´ll´ıtja´k a megolda´ssza´m ve´gesse´ge´t e´s adnak algoritmust az o¨sszes
megolda´s megkerese´se´re. Ilyen vonatkoza´sban jelento˝s a´tto¨re´st jelentettek A. Baker Fields
e´remmel d´ıjazott eredme´nyei (ld. [2], [3], [4], [5]), melyekben algebrai sza´mok logaritmusa-
inak linea´ris forma´ira ad nem-trivia´lis effekt´ıv also´ becsle´seket. A diofantikus egyenletekre
vonatkozo´, Baker mo´dszerrel nyert effekt´ıv eredme´nyek to¨bbnyire elme´leti jelento˝se´gu˝ek,
rendszerint explicit korla´tot szolga´ltatnak a megolda´sokra a felle´po˝ parame´terek (pe´lda´ul
a foksza´m e´s egyu¨tthato´k) fu¨ggve´nye´ben. A korla´tok azonban tu´l nagyok ahhoz, hogy
konkre´t egyenletek megolda´sa´ra alkalmazni lehessen o˝ket. Viszont sok esetben a bizony´ı-
ta´sukra kidolgozott mo´dszert ma´s mo´dszerekkel, pe´lda´ul a Lenstra-Lenstra-Lova´sz-fe´le re-
dukcio´s elja´ra´ssal kombina´lva, ve´gu¨l hate´kony algoritmust eredme´nyeznek, melyek konkre´t
esetekben, nem tu´l nagy parame´ter e´rte´kek mellett, sza´mı´to´ge´pet is felhaszna´lva az o¨sszes
megolda´s meghata´roza´sa´t is leheto˝ve´ teszik.
A klasszikus diofantikus proble´ma´k kezdetben (raciona´lis) ege´sz megolda´sokkal foglal-
koztak. A nyert eredme´nyek igen sok alkalmaza´ssal ja´rtak. Kideru¨lt azonban, hogy az
ege´sz megolda´sok vizsga´lata sora´n gyakran egy bo˝vebb gyu˝ru˝ben, egy ro¨gz´ıtett algebrai
sza´mtest ege´szeinek vagy me´g a´ltala´nosabban u´n. S-ege´szeinek a gyu˝ru˝je´ben kell a meg-
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olda´sokat tanulma´nyozni. Az ilyen eredme´nyek sza´mos u´jabb alkalmaza´shoz vezettek egye-
bek ko¨zo¨tt az algebrai sza´melme´letben. Ve´gu¨l a diofantikus geometria kialakula´sa leheto˝ve´
e´s szu¨kse´gesse´ tette az eredme´nyek kiterjeszte´se´t Z felett ve´gesen genera´lt tartoma´nyok fe-
letti egyenletekre, mely tartoma´nyok transzcendens elemeket is tartalmazhatnak Q felett.
Fontos megjegyezni, hogy nem szu¨kse´gke´ppen ve´gesen genera´lt tartoma´nyok felett az ilyen
eredme´nyek ma´r e´rve´nyu¨ket vesztik, ilyen a´ltala´nossa´gban ve´gesse´gi a´ll´ıta´sok ma´r nem
bizony´ıthato´k.
E´rtheto˝en, to¨rte´netileg minden szinten elo˝szo¨r ineffekt´ıv ve´gesse´gi te´telek szu¨lettek,
melyek me´g elme´leti e´rtelemben sem szolga´ltattak elja´ra´st a megolda´sok meghata´roza´sa´ra.
Ke´so˝bb, ma´s mo´dszerekkel, sok esetben keve´sbe´ a´ltala´nos, de effekt´ıv eredme´nyeket sikeru¨lt
nyerni.
Alkalmaza´sok szempontja´bo´l a legfontosabb egyenlet oszta´lyok ko¨ze´ tartoznak az egy-
se´gegyenletek e´s a´ltala´nos´ıta´saik, a Thue-egyenletek, a hiper- e´s szuperelliptikus egyenletek,
valamint a Schinzel-Tijdeman egyenlet. Disszerta´cio´mban a Z felett ve´gesen genera´lt tar-
toma´nyok felett az eml´ıtett egyenlet oszta´lyok esete´n nyert effekt´ıv ve´gesse´gi te´teleimet
foglalom o¨ssze e´s mutatom be. Mindegyik eml´ıtett egyenlet oszta´lynak rendk´ıvu¨l gazdag
irodalma van. Az ala´bbiakban ro¨viden ismertetem a legfontosabb kora´bbi eredme´nyeket,
majd egyszeru˝s´ıtett forma´ban megfogalmazom a saja´t eredme´nyeimet e´s elhelyezem o˝ket
az irodalomban. Eredme´nyeim re´szletes ta´rgyala´sa´ra e´s pontos megfogalmaza´sa´ra a 2. e´s
3. Fejezetben keru¨l sor.
A tova´bbiakban legyen A egy Z-t tartalmazo´, Z felett ve´gesen genera´lt integrita´starto-
ma´ny e´s jelo¨lje K az A ha´nyadosteste´t. Ilyen tartoma´ny Z, a´ltala´nosabban egy algebrai
sza´mtest ege´szeinek vagy S-ege´szeinek a gyu˝ru˝je e´s me´g a´ltala´nosabban a Z[z1, . . . , zr]
t´ıpusu´ gyu˝ru˝k, ahol z1, . . . , zr Q felett algebrai vagy transzcendens elemek. Specia´lisan,
ilyenek a Z[X1, . . . , Xr] polinomgyu˝ru˝k. Ismeretes, hogy minden ilyen A tartoma´ny egyse´-
geinek (inverta´lhato´ elmeinek) az A∗ multiplikat´ıv csoportja ve´gesen genera´lt.
Lang uta´n egy
ax+ by = 1 , x, y ∈ A∗ ismeretlenek (1.1)
alaku´ egyenletet, ahol a, b ∈ A \ {0}, egyse´gegyenletnek nevezu¨nk. Abban az esetben, ami-
kor A egy algebrai sza´mtest ege´szeinek gyu˝ru˝je, Siegel (1921) implicit mo´don igazolta (1.1)
megolda´ssza´ma´nak a ve´gesse´ge´t. Mahler (1933) a ve´gesse´get A = Z[(p1 . . . ps)−1] t´ıpusu´
gyu˝ru˝k esete´n igazolta, ahol p1, . . . , ps ku¨lo¨nbo¨zo˝ pr´ımek. Parry (1950) eredme´nyeibo˝l Sie-
gel e´s Mahler te´teleinek ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa ko¨vetkezik algebrai sza´mtestek felett. Ve´gu¨l
Lang (1960) teljes a´ltala´nossa´gban, tetszo˝leges ve´gesen genera´lt A tartoma´nyok felett iga-
zolta a megolda´ssza´m ve´gesse´ge´t.
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Lang az (1.1) egyenletre vonatkozo´ ve´gesse´gi eredme´nye´t az
F (x, y) = 0 , x, y ∈ Γ ismeretlenek (1.2)
alaku´ egyenletekre is kiterjesztette, ahol F ∈ A[X, Y ] egy polinom mely nem oszthato´
egyetlen
XmY n − α vagy Xm − αY n (1.3)
alaku´ polinommal sem, ahol m,n nem-negat´ıv ege´sz sza´mok, legala´bb az egyik nem nulla e´s
α ∈ Γ, tova´bba´ Γ a K∗ multiplikat´ıv csoport egy ve´gesen genera´lt re´szcsoportja. Ko¨nnyen
bela´thato´, hogy az (1.3) alaku´ kive´telek kiza´ra´sa szu¨kse´ges. Lang [41], [42] (ld. me´g [43])
azt sejtette, hogy ez a ve´gesse´gi a´ll´ıta´s igaz abban a me´g a´ltala´nosabb esetben is, amikor
(1.2)-ben Γ helyett a Γ
Γ :=
{
x ∈ K∗ : ∃m ∈ Z>0 melyre xm ∈ Γ
}
div´ızio´csoportja´t tekintju¨k. Lang sejte´se´t Liardet [46], [47] igazolta.
Az eml´ıtett eredme´nyek valamennyien ineffekt´ıvek, a bizony´ıta´saik a me´ly de ineffekt´ıv
Thue-Siegel-Roth mo´dszeren alapulnak.
Az (1.1)-re vonatkozo´ elso˝ effekt´ıv eredme´nyeket algebrai sza´mtestek ege´szeinek gyu˝ru˝je
felett Gyo˝ry (1972, 1974), S-ege´szeinek gyu˝ru˝je felett isme´t Gyo˝ry (1979) nyerte. A Baker-
mo´dszer felhaszna´la´sa´val explicit felso˝ korla´tot adott (1.1) megolda´sainak a magassa´ga´ra,
amit ke´so˝bb sokan jav´ıtottak. Ke´so˝bb Mason [49] az (1.1)-re vonatkozo´ effekt´ıv eredme´nyek
effekt´ıv analo´gja´t adta fu¨ggve´nytestek felett.
Specia´lis esetben, algebrai sza´mtestek felett, Bombieri e´s Gubler [16] effektiviza´lta Lang
[39] (1.2) egyenletre vonatkozo´ eredme´nye´t.
Gyo˝ry (1983, 1984) egy mo´dszert dolgozott ki ve´gesen genera´lt A tartoma´nyok feletti
effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyek bizony´ıta´sa´ra abban az esetben, amikor a tekintett egyenle-
tekre vonatkozo´an a megfelelo˝ effekt´ıv ve´gesse´gi te´tel mind sza´mtestek, mind fu¨ggve´nytes-
tek felett ma´r rendelkeze´sre a´ll. Egyse´gegyenletek e´s ma´s fontos egyenlet t´ıpusok esete´n az
A tartoma´ny helyet egy bo˝vebb, de jobban kezelheto˝ B tartoma´nybo´l vett megolda´sokra
bizony´ıtotta a´ll´ıta´sait, a B-re vonatkozo´ alkalmas effekt´ıv specializa´cio´kkal visszavezetve a
bizony´ıta´st a sza´mtest e´s a fu¨ggve´nytest esetre. Teljes a´ltala´nossa´gban azonban nem volt
mo´d a B-beli megolda´sok ko¨zu¨l az A-beli megolda´sok kiva´logata´sa´ra. U´jabban Evertse e´s
Gyo˝ry (2013) Gyo˝ry mo´dszere´t Aschenbrenner [1] egy u´jabb eredme´nye´vel kombina´lva tel-
jes a´ltala´nossa´gban effektiviza´lta Lang (1.1)-re vonatkozo´ ve´gesse´gi te´tele´t, megmutatva,
hogy az (1.1) egyse´gegyenletnek minden A ve´gesen genera´lt tartoma´ny esete´n csak ve´ges
sok e´s effekt´ıve meghata´rozhato´ megolda´sa van mind A∗-ban, mind a K∗ egy tetszo˝leges,
de effekt´ıve adott Γ ve´gesen genera´lt re´szcsoportja´ban.
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Most ro¨viden o¨sszefoglalom a disszerta´cio´m ta´rgya´t ke´pezo˝, (1.1) e´s (1.2) egyenletekre
vonatkozo´ eredme´nyeimet.
Evertse´vel e´s Gyo˝ryvel ko¨zo¨sen [8] az (1.1) egyenletre vonatkozo´, algebrai sza´mtestek
feletti kora´bbi effekt´ıv eredme´nyeket kiterjesztettu¨k arra az esetre, amikor az x, y ismeret-
leneket a Γ div´ızio´csoportja´bo´l, vagy a´ltala´nosabban, a div´ızio´csoporthoz ”ko¨zeli” pontok
halmaza´bo´l vesszu¨k; ld. 2.1., 2.2., 2.4. Te´telek e´s 2.3. Ko¨vetkezme´ny. Ezek bizony´ıta´sa´hoz
|α − ξ|v alaku´ ku¨lo¨nbse´gekre vonatkozo´ explicit also´ korla´tot adtunk, ahol α 6= 0 algebrai
sza´m, ξ egy algebrai sza´mokbo´l a´llo´ ve´gesen genera´lt multiplikat´ıv csoport eleme, v pe-
dig egy tetszo˝leges place az α sza´mot e´s a csoportot tartalmazo´ sza´mtestben. Evertsevel,
Gyo˝ryvel e´s Ponteauval ko¨zo¨sen [10] pedig az (1.1)-re vonatkozo´ eredme´nyeket kiterjesz-
tettu¨k az (1.2) egyenletre; ld. 2.7., 2.8., 2.9. Te´tel. Egyben explicit felso˝ korla´tot adtunk a
megolda´sok magassa´ga´ra e´s foksza´ma´ra. Ezzel le´nyesen a´ltala´nosabb e´s explicit va´ltozata´t
adtuk Bombieri e´s Gubler eredme´nye´nek.
U´jabban, a [7] e´s [6] egyszerzo˝s dolgozatokban Evertse e´s Gyo˝ry mo´dszere´t haszna´lva,
valamennyi kora´bbi, az (1.1) e´s (1.2) egyenletek Γ illetve Γ-beli megolda´saira vonatkozo´
effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nynek - a korla´tok alakja´to´l eltekintve - ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa´t
bizony´ıtottam tetszo˝leges, Z felett ve´gesen genera´lt tartoma´nyok felett. Ez a disszerta´cio´m
egyik fo˝ eredme´nye.
Thue-egyenletekre, valamint hiper- e´s szuperelliptikus egyenletekre vonatkozo´an renge-
teg eredme´ny szu¨letett az elmu´lt e´vtizedekben. Ezek ko¨zu¨l most csak a legfontosabbakat
emelem ki, melyek eredme´nyeimhez szorosan kapcsolo´dnak.
Tekintsu¨k elo˝szo¨r a Thue-egyenleteket. Legyen isme´t A egy Z felett ve´gesen genera´lt
tartoma´ny, F (X, Y ) ∈ A[X, Y ] egy bine´r forma n ≥ 3 foksza´mmal e´s ze´rusto´l ku¨lo¨nbo¨zo˝
diszkrimina´nssal, legyen δ ∈ A \ {0}, e´s tekintsu¨k az
F (x, y) = δ , x, y ∈ A ismeretlenek (1.4)
egyenletet. A klasszikus A = Z esetben Thue (1909) bizony´ıtotta, hogy az (1.4) egyenletnek
csak ve´ges sok megolda´sa van. Eze´rt az (1.4) t´ıpusu´ egyenleteket szoka´s Thue-egyenleteknek
nevezni. Ezt az eredme´nyt Siegel (1921) a´ltala´nos´ıtotta arra az esetre, amikor A egy al-
gebrai sza´mtest ege´szeinek a gyu˝ru˝je. Thue eredme´nye´t Mahler (1933) kiterjesztette az
A = Z[(p1 . . . ps)−1] t´ıpusu´ alaptartoma´nyok esete´re, ahol p1, . . . , ps ku¨lo¨nbo¨zo˝ pr´ımek.
Parry (1950) a ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa´t adta Siegel e´s Mahler te´teleinek. Ve´gu¨l Lang (1960)
ezeket az eredme´nyeket tetszo˝leges ve´gesen genera´lt A tartoma´nyok esete´re is kiterjesz-
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Az A = Z esetben az elso˝ a´ltala´nos effekt´ıv eredme´nyt Baker [2] nyerte az a´ltala ki-
dolgozott effekt´ıv mo´dszer seg´ıtse´ge´vel. Eredme´nye´t Coates [24] kiterjesztette az A =
Z[(p1 . . . ps)−1] t´ıpusu´ alaptartoma´nyok esete´re, Kotov e´s Sprindzˇuk [59] pedig arra az
esetre, amikor A egy algebrai sza´mtest S-ege´szeinek a gyu˝ru˝je. Explicit felso˝ korla´tokat
adtak a megolda´sok magassa´ga´ra, melyeket ke´so˝bb sokan e´les´ıtettek. Mason [49] az eml´ıtett
eredme´nyek analo´gja´t bizony´ıtotta fu¨ggve´nytestek felett. Gyo˝ry [34] specializa´cio´s mo´dsze-
re´vel a sza´mtestek feletti effekt´ıv eredme´nyeket a´ltala´nos´ıtotta ve´gesen genera´lt, algebrai e´s
transzcendens elemeket is tartalmazo´ tartoma´nyok egy oszta´lya´ra. Itt jegyezzu¨k meg, hogy
az egyse´gegyenletek e´s Thue-egyenletek elme´lete le´nyege´ben ekvivalens; ld. pl. Evertse e´s
Gyo˝ry [28].
Evertsevel e´s Gyo˝ryvel ko¨zo¨sen [9], a ma´r eml´ıtett Evertse-Gyo˝ry mo´dszert [27] fel-
haszna´lva, teljes a´ltala´nossa´gban, tetszo˝leges ve´gesen genera´lt A tartoma´nyok felett nyer-
tu¨nk effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyt az (1.4) egyenletre. Ez az eredme´ny e´rtekeze´sem 3.1.
Te´tele.
Ezuta´n tekintsu¨k az
F (x) = δym , x, y ∈ A ismeretlenek (1.5)
egyenletet, ahol F (X) ∈ A[X] egy n ≥ 2 foksza´mu´ polinom, ze´rusto´l ku¨lo¨nbo¨zo˝ diszk-
rimina´nssal, m ≥ 2 ege´sz, e´s δ ∈ A \ {0}. Az (1.5) egyenletet az n ≥ 3, m = 2 eset-
ben hiperelliptikus egyenletnek, az n ≥ 2, m ≥ 3 esetben pedig szuperelliptikus egyen-
letnek nevezzu¨k. A hiperelliptikus esetben A = Z mellett Siegel (1926) nyerte az elso˝
ve´gesse´gi eredme´nyt. LeVeque (1964) ve´gesse´gi krite´riumot adott az (1.5) egyenletre ab-
ban az esetben, amikor A egy sza´mtest ege´szeinek gyu˝ru˝je. Lang (1960) ma´r eml´ıtett
munka´ja´ban teljes a´ltala´nossa´gban, ve´gesen genera´lt tartoma´nyok felett bizony´ıtotta (1.5)
megolda´ssza´ma´nak ve´gesse´ge´t.
Az (1.5) egyenletre vonatkozo´ elso˝ effekt´ıv ve´gesse´gi te´telt A = Z esete´n szinte´n Ba-
ker [3] nyerte effekt´ıv mo´dszere seg´ıtse´ge´vel. Z felett Schinzel e´s Tijdeman [56] tekintette
elo˝szo¨r az (1.5) egyenletet abban az a´ltala´nosabb helyzetben, amikor az m kitevo˝ is isme-
retlen, e´s effekt´ıv felso˝ korla´tot adtak az m e´rte´ke´re. Eze´rt ismeretlen m esete´n az (1.5)
egyenletet szoka´s Schinzel-Tijdeman egyenletnek is nevezni. Trelina [61] e´s Brindza [18] al-
gebrai sza´mok S-ege´szei felett nyertek effekt´ıv korla´tokat az (1.5) egyenlet megolda´sainak
magassa´ga´ra. Mason [49] az eml´ıtett eredme´nyek analo´gja´t bizony´ıtotta fu¨ggve´nytestek
felett. Ve´gu¨l Brindza [19] e´s Ve´gso˝ [62] a Gyo˝ry [34], [35] a´ltal tekintett ve´gesen genera´lt
tartoma´nyok felett nyert effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyt az (1.5) egyenletre e´s a Schinzel-
Tijdeman egyenletre.
Evertsevel e´s Gyo˝ryvel ko¨zo¨sen [9], teljes a´ltala´nossa´gban, tetszo˝leges Z felett ve´gesen
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genera´lt tartoma´nyok felett nyertu¨nk effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyeket az (1.5) egyenletre
e´s a Schinzel-Tijdeman egyenletre; ld. a jelen disszerta´cio´ 3.3. e´s 3.4. Te´teleit. Bi-
zony´ıta´sunkban itt is az Evertse e´s Gyo˝ry [27] a´ltal kidolgozott effekt´ıv mo´dszert alkal-
maztuk.
Itt jegyezzu¨k meg, hogy Evertse e´s Gyo˝ry a [26] ko¨nyvu¨kben mo´dszeru¨kkel diszkri-
mina´ns egyenletekre is nyertek effekt´ıv ve´gesse´gi te´teleket tetszo˝leges ve´gesen genera´lt tar-
toma´nyok felett.
O¨sszefoglalva elmondhato´, hogy disszerta´cio´m eredme´nyei bizonyos e´rtelemben ma´r
ve´glegesek, leza´rja´k az (1.2), (1.4) e´s (1.5) egyenletek effekt´ıv ve´gesse´gi vizsga´lata´t. Ezek
az eredme´nyek kvantitat´ıv forma´ban keru¨ltek bizony´ıta´sra, effekt´ıv felso˝ korla´tokat szolga´l-
tatva a megolda´sok me´rete´re. Terme´szetesen fontos feladat marad a megolda´sokra nyert
korla´tok cso¨kkente´se, tova´bba´ konkre´t egyenletek megolda´sa´ra alkalmazhato´ hate´kony al-
goritmusok kidolgoza´sa e´s a megolda´sok meghata´roza´sa.
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2. fejezet
Eredme´nyek az algebrai sza´mok
ko¨re´ben
A ve´gesen genera´lt tartoma´nyok ko¨zu¨l fontosak azok, amelyek kiza´ro´lag Q-felett algebrai
elemeket tartalmaznak. Ebben a fejezetben azon effekt´ıv eredme´nyeimet foglalom o¨ssze,
melyek az algebrai esetre vonatkoznak.
Jelo¨lje Q a raciona´lis sza´mtestet, e´s legyen Q ennek egy algebrai leza´rtja. Az N -
dimenzio´s to´rusz Q-raciona´lis pontjainak csoportja nem ma´s mint a
GNm(Q) = (Q
∗
)N = {x = (x1, . . . , xN) : xi ∈ Q∗ , i = 1, . . . , N}
halmaz a koordina´ta´nke´nti szorza´ssal mint mu˝velettel. Jelo¨lje h(x) az x ∈ Q abszolu´t Weil
magassa´ga´t. Egy x = (x1, . . . , xN) ∈ (Q∗)N elem esete´n legyen h(x) :=
∑N
i=1 h(xi) az x
magassa´ga e´s [Q(x1, . . . , xN) : Q] az x foksza´ma.
Legyen X a (Q∗)N egy algebrai re´szvarieta´sa (azaz, Q[X1, . . . , XN ]-beli polinomok
ko¨zo¨s (Q∗)N -beli ze´rushelyeinek halmaza) e´s Γ a (Q∗)N csoport egy ve´gesen genera´lt
re´szcsoportja.
Legyen ε > 0 valo´s sza´m. Ebben a fejezetben az X re´szvarieta´snak a
Γ :=
{










x ∈ (Q∗)N : ∃ y, z ∈ (Q∗)N




halmazok valamelyike´vel valo´ metszete´t k´ıva´njuk vizsga´lni. Fontos megjegyezni, hogy a Γ
csoporttal ellente´tben Γε e´s C(Γ, ε) nem alkot algebrai struktu´ra´t.
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A (Q∗)N egy algebrai re´szcsoportja´n egy olyan algebrai re´szvarieta´st e´rtu¨nk, mely egy-
ben re´szcsoportja is a (Q∗)N csoportnak. Egy algebrai re´szcsoport eltoltja´n egy xH =
{x · y : y ∈ H} melle´koszta´lyt e´rtu¨nk, ahol H a (Q∗)N egy algebrai re´szcsoportja e´s
x ∈ (Q∗)N .
Az eml´ıtett metszethalmazokkal kapcsolatban sza´mos ineffekt´ıv eredme´ny szu¨letett.
Poonen [52] munka´ja´bo´l ko¨vetkezik, hogy le´tezik olyan csak N -to˝l e´s X foksza´ma´to´l fu¨ggo˝
ε > 0, melyre X ∩ Γε re´szhalmaza egy
x1H1 ∪ · · · ∪ xTHT (2.2)
alaku´ ve´ges unio´nak, ahol xi ∈ Γε, Hi pedig a (Q∗)N egy algebrai re´szcsoportja, tova´bba´
xiHi ⊂ X minden i = 1, . . . , T esete´n. Ez le´nyege´ben egyes´ıtve maga´ban foglalja Liardet
[47] e´s Laurent [44] kora´bbi eredme´nyeit (akik az X ∩ Γ esetet vizsga´lta´k) valamint Zhang
[63] eredme´nye´t (aki az X ∩ {x ∈ (Q∗)N : h(x) < ε} esettel foglalkozott).
Bombieri e´s Zannier [17] valamint Schmidt [57] Zhang eredme´nye´nek kvantitat´ıv verzio´it
igazolta´k, megadva egy kiza´ro´lag az N -to˝l e´s X foksza´ma´to´l fu¨ggo˝ explicit pozit´ıv ε e´rte´ket
e´s egy szinte´n csak N -to˝l e´s X foksza´ma´to´l fu¨ggo˝ explicit felso˝ korla´tot az eltoltak T
sza´ma´ra. Ke´so˝bb Re´mond [53] bizony´ıtotta Poonen eredme´nye´nek egy kvantitat´ıv verzio´ja´t
egy kiza´ro´lag N -to˝l e´s X foksza´ma´to´l fu¨ggo˝ explicit pozit´ıv ε e´rte´kkel e´s egy N -to˝l, X
foksza´ma´to´l e´s Γ rangja´to´l fu¨ggo˝ explicit felso˝ korla´ttal az eltoltak T sza´ma´ra.
Legyen X exc azon x ∈ X elemek halmaza, melyekre le´tezik olyan H pozit´ıv dimenzio´s
algebrai re´szcsoportja a (Q∗)N csoportnak, melyre xH ⊂ X , e´s legyen X 0 := X \ X exc.
Evertse [25] igazolta, hogy le´tezik ε > 0, kiza´ro´lag N -to˝l, X -to˝l e´s Γ-to´l fu¨ggo˝ konstans,
hogy X 0∩C(Γ, ε) ve´ges. Ezt Re´mond [53] me´g a´ltala´nosabb forma´ban bizony´ıtotta. Abban
az esetben, ha X egy go¨rbe, Re´mond az ε bizonyos, csakN -to˝l, Γ rangja´to´l, X magassa´ga´to´l
e´s foksza´ma´to´l fu¨ggo˝ explicit e´rte´ke esete´n explicit felso˝ korla´tot adott az X 0 ∩ C(Γ, ε)
halmaz sza´mossa´ga´ra; ezt az eredme´nyt ke´so˝bb Pontreau [51] jav´ıtotta (Q∗)2-beli go¨rbe´k
esete´n. Magasabb dimenzio´s varieta´sok esete´n hasonlo´ kvantitat´ıv eredme´ny me´g nem
szu¨letett.
Ebben a fejezetben az X re´szvarieta´s bizonyos specia´lis oszta´lyai esete´n a fenti eredme´-
nyek effekt´ıv verzio´it ismertetju¨k. Az X ∩Γε metszet vonatkoza´sa´ban ez azt jelenti, hogy
megadjuk az ε egy explicit e´rte´ke´t e´s egy effekt´ıv mo´don kisza´mı´thato´ felso˝ korla´tot a (2.2)-
ben szereplo˝ x1, . . . ,xT pontok magassa´ga´ra e´s foksza´ma´ra. Az X 0 ∩ C(Γ, ε) tekintete´ben
ez azt jelenti, hogy megadjuk az ε egy explicit e´rte´ke´t e´s egy effekt´ıv mo´don kisza´mı´thato´
felso˝ korla´tot az ebben a metszetben tala´lhato´ pontok magassa´ga´ra e´s foksza´ma´ra. Megje-
gyezzu¨k, hogy az effekt´ıv eredme´nyek igazola´sa´hoz felte´tlenu¨l szu¨kse´ges, hogy a foksza´mra
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is felso˝ korla´tot adjunk, mivel a tekintett pontok koordina´ta´i nincsenek benne egy elo˝re
megadott algebrai sza´mtestben.
Az a´ltalunk tekintett varieta´s-oszta´lyok olyanok, hogy leheto˝ve´ teszik a logaritmi-
kus forma´kra vonatkozo´ nem-trivia´lis also´ becsle´sek (azaz a Baker-mo´dszer) haszna´lata´t.
Ha´rom oszta´lyra vonatkozo´an dolgoztuk ki re´szletesen az eredme´nyeket. Az N = 2 esete´n
a linea´ris polinom a´ltal meghata´rozott re´szvarieta´s vizsga´lata le´nyege´ben a ke´tismeretlenes
a´ltala´nos´ıtott egyse´gegyenlet megolda´sainak vizsga´lata´t jelenti. Ez a jelen fejezet ma´sodik
alfejezete´t alkotja. Ma´sre´szt, szinte´n N = 2 esete´n C := {(x, y) ∈ (Q∗)2 | f(x, y) = 0}
alaku´ go¨rbe´ket tekintettu¨nk, ahol f ∈ Q[X, Y ] nem binom. Ezt az eredme´nyt a feje-
zet harmadik alfejezete ismerteti. Harmadre´szt, (Q∗)N azon varieta´sait tekintju¨k, melyek
f1(x) = 0, . . . , fm(x) = 0 egyenletekkel vannak megadva, ahol mindegyik fi polinom vagy
binom vagy trinom. Ezeket az eredme´nyeket a fejezet negyedik alfejezete´ben ta´rgyaljuk,
e´s a bizony´ıta´suk nagyme´rte´kben a ma´sodik alfejezet ax + by = 1 egyenletre vonatkozo´
eredme´nyein alapul.
A fejezetben ismertetett eredme´nyek Jan-Hendrik Evertse, Gyo˝ry Ka´lma´n, illetve re´sz-
ben Corentin Pontreau kolle´ga´immal ko¨zo¨s eredme´nyek, ld. [8] e´s [10].
2.1. Jelo¨le´sek, elneveze´sek
Legyen K egy algebrai sza´mtest, melynek foksza´ma d. Jelo¨lje OK a K ege´szeinek gyu˝ru˝je´t
e´s MK a K place-einek halmaza´t. Minden v ∈ MK esete´n definia´ljuk a | · |v abszolu´te´rte´k
fu¨ggve´nyt az ala´bbiak szerint. Ha v ve´gtelen e´s a σ : K → C bea´gyaza´snak felel meg, akkor
legyen |x|v := |σ(x)|dv/d minden x ∈ K esete´n, ahol dv = 1 vagy 2 annak megfelelo˝en, hogy
σ(K) re´szhalmaza R-nek vagy sem; ha v ve´ges place, amely OK egy p pr´ımidea´lja´nak felel
meg, akkor legyen |x|v := N(p)− ordp x/d minden x ∈ K \ {0} esete´n e´s |0|v = 0. Itt N(p) a
p idea´l norma´ja´t jelo¨li, mı´g ordp x a p kitevo˝je az (x) fo˝idea´l pr´ımidea´l-faktoriza´cio´ja´ban.





max(0, log |x|v). (2.3)
A´ltala´nosabban, ha x ∈ Q, va´lasszunk egy K algebrai sza´mtestet, melyre x ∈ K e´s de-
finia´ljuk a h(x) mennyise´get a (2.3) szerint. Ez az e´rte´k fu¨ggetlen lesz K va´laszta´sa´to´l.






Jelo¨lje S az MK egy olyan ve´ges re´szhalmaza´t, amely tartalmazza az o¨sszes ve´gtelen
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place-t. Ekkor egy x ∈ K elemet S-ege´sznek nevezu¨nk, ha |x|v ≤ 1 minden v ∈ MK \ S
esete´n. A K testbeli S-ege´szek gyu˝ru˝t alkotnak, amit OS-sel jelo¨lu¨nk. Ennek egyse´g-
csoportja´ra az O∗S jelo¨le´st haszna´ljuk, e´s a K testbeli S-egyse´gek csoportja´nak nevezzu¨k.
Minden v ∈MK esete´n legyen
P (v) := 2 ha v ve´gtelen, P (v) := #OK/pv ha v ve´ges, (2.4)










|log |x|v| , ha x ∈ O∗S. (2.6)









elemekkel valo´ szorza´s ereje´ig van egye´rtelmu˝en meghata´rozva, ahol Q∗tors = {ρ ∈ Q
∗
:
∃m ∈ Z>0 melyre ρm = 1}. Ugyanakkor a h(xξ) e´rte´k jo´ldefinia´lt, e´s igazak az ala´bbi
o¨sszefu¨gge´sek:
h(xy) ≤ h(x) + h(y), h(xξ) = |ξ|h(x) minden x,y ∈ (Q∗)N , ξ ∈ Q esete´n,
tova´bba´ h(x) = 0 akkor e´s csakis akkor, ha x ∈ (Q∗tors)N .
Egy L algebrai sza´mtest e´s x = (x1, . . . , xN) ∈ (Q∗)N esete´n haszna´lni fogjuk az L(x) :=
L(x1, . . . , xN) jelo¨le´st.
Egy f ∈ Q[X1, . . . , XN ] polinom esete´n jelo¨lje deg f az f foksza´ma´t, e´s degs f :=∑N
i=1 degXi f , ahol degXi az f polinom Xi va´ltozo´beli foksza´ma´t jelenti. Tegyu¨k fel, hogy









Legyen tova´bba´ log∗ x := max(1, log x) minden x > 0 esete´n e´s log∗ 0 := 1.
13
dc_1079_15
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
2.2. A´ltala´nos´ıtott egyse´gegyenletekre vonatkozo´ ef-
fekt´ıv eredme´nyek
Ebben a fejezetben az N = 2 esetet vizsga´ljuk, me´gpedig abban az igen fontos specia´lis
esetben, amikor az X re´szvarieta´st egyetlen elso˝foku´ polinom definia´lja. Ekkor az X
re´szvarieta´snak a Γ,Γε, C(Γ, ε) halmazokkal valo´ metszete nem ma´s, mint a definia´lo´ po-
linom a´ltal induka´lt diofantikus egyenlet Γ,Γε, C(Γ, ε) halmazokbeli megolda´sainak hal-
maza. Mivel most X egy linea´ris polinommal van megadva, ı´gy le´nyege´ben egy a´ltala´nos´ı-
tott S-egyse´gegyenlet Γ,Γε, C(Γ, ε) halmazokbeli megolda´sait keressu¨k.
Az irodalomban sza´mos ke´tismeretlenes S-egyse´gegyenletekre vonatkozo´ effekt´ıv ered-
me´ny ismert. Ebben a fejezetben az a´ltala´nosabb
a1x1 + a2x2 = 1 , (x1, x2) ∈ Γ ismeretlenek (2.7)
egyenletre vonatkozo´ effekt´ıv eredme´nyeket ismertetek, ahol a1, a2 ∈ Q∗ e´s Γ a (Q∗)2 =
Q∗ ×Q∗ (koordina´ta´nke´nti szorza´ssal ella´tott) multiplikat´ıv csoport egy ve´gesen genera´lt,
pozit´ıv rangu´ re´szcsoportja. Az erre vonatkozo´ eredme´ny alkalmas arra, hogy seg´ıtse´ge´vel
a diszkrimina´ns egyenletre e´s bizonyos sze´teso˝ forma egyenletekre vonatkozo´ ismert effekt´ıv
eredme´nyeket (ld. Gyo˝ry [33], [36] valamint Evertse e´s Gyo˝ry [28], [26]) jav´ıtsunk, illetve
a´ltala´nos´ıtsunk.
Valo´ja´ban Jan-Hendrik Evertsevel e´s Gyo˝ry Ka´lma´nnal [8] me´g enne´l is a´ltala´nosabb
effekt´ıv eredme´nyeket igazoltunk (2.7) alaku´ egyenletekre, melyek (x1, x2) megolda´sai egy
nagyobb csoportbo´l, nevezetesen a Γ csoport
Γ := {(x1, x2) ∈ (Q∗)2 | ∃k ∈ Z>0 : (xk1, xk2) ∈ Γ}
div´ızio´csoportja´bo´l valo´k, so˝t me´g olyan (x1, x2) megolda´sokra is melyek ”nagyon ko¨zel
vannak” az Γ csoporthoz. Ezek az elso˝ ilyen t´ıpusu´ effekt´ıv diofantikus eredme´nyek az
irodalomban. Eredme´nyeink effekt´ıv felso˝ korla´tot adnak mind az (x1, x2) megolda´sok
magassa´ga´ra, mind a Q(x1, x2) sza´mtest foksza´ma´ra (ld. 2.2. e´s 2.4. Te´tel valamint 2.3.
Ko¨vetkezme´ny).
Ezen te´telek bizony´ıta´sa sora´n felhaszna´ljuk a (2.7) egyenlet Γ csoportbeli megolda´saira
vonatkozo´ 2.1. Te´telt, valamint Beukers e´s Zagier [12] egy eredme´nye´t, mely szerint a (2.7)
egyenletnek legfeljebb ke´t (x1, x2) ∈ (Q∗)2 olyan megolda´sa van, melyeknek a magassa´ga
”nagyon kicsi”.
Az ime´nt eml´ıtett eredme´nyeink bizony´ıta´sa´nak sarokko¨ve egy u´j effekt´ıv also´ korla´t
az |1 − αξ|v kifejeze´sre, ahol α egy ro¨gz´ıtett elem egy adott K algebrai sza´mtestbo˝l, v
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a K egy place-e, e´s a ξ ismeretlen a K∗ egy ro¨gz´ıtett ve´gesen genera´lt re´szcsoportja´bo´l
valo´ (ld. 2.5. Te´tel). Ennek a Te´telnek a bizony´ıta´sa a Baker-mo´dszeren alapszik. A 2.5.
Te´telu¨nknek van egy ko¨vetkezme´nye (ld. 2.6. Te´tel) amely hasonl´ıt Bombieri [13], Bombieri
e´s Cohen [14], [15], valamint Bugeaud [22] (ld. me´g Bombieri e´s Gubler [16, Chap. 5.4])
eredme´nyeire, de sok esetben jobb becsle´st ad azokna´l. I´gy a 2.5. Te´telu¨nket alkalmazva, a
(2.7) egyenlet megolda´sainak magassa´ga´ra olyan explicit felso˝ korla´tokat nyeru¨nk, melyek
sok esetben e´lesebbek azokna´l, melyek Bombieri e´s ta´rsszerzo˝i munka´ja´bo´l levezetheto˝k.
Tekintsu¨k u´jra az
a1x1 + a2x2 = 1 , (x1, x2) ∈ Γ ismeretlenek (2.7)
egyenletet, ahol a1, a2 ∈ Q∗ e´s Γ a (Q∗)2 egy ve´gesen genera´lt pozit´ıv rangu´ re´szcsoportja.
Legyen w1 = (ξ1, η1), . . . ,wr = (ξr, ηr) a Γ/Γtors egy genera´torrendszere (mely nem felte´t-
lenu¨l ba´zis). Ekkor a Γ minden eleme fel´ırhato´ ζwx11 · · ·wxrr alakban, ahol x1, . . . , xr ∈ Z
e´s ζ ∈ Γtors, azaz ζ koordina´ta´i egyse´ggyo¨ko¨k.
Legyen K := Q(Γ), azaz a Γ a´ltal Q felett genera´lt algebrai sza´mtest. Vegyu¨k e´szre,
hogy az a1, a2 ∈ K felte´telt nem ko¨veteltu¨k meg. Legyen S az MK azon legszu˝kebb
re´szhalmaza, mely tartalmazza az o¨sszes ve´gtelen place-t e´s amelyre w1, . . . ,wr ∈ (O∗S)2,
ahol O∗S a K-beli S-egyse´gek csoportja´t jelo¨li. Legyenek
QΓ := h(w1) · · ·h(wr),
d := [K : Q], s := #S, P := max
v∈S
P (v).
Jelo¨lje t a Q∗ ξ1, . . . , ξr, illetve η1, . . . , ηr a´ltal genera´lt re´szcsoportjainak rangja ko¨zu¨l a
nagyobbat. Mivel Γ rangja pozit´ıv, ı´gy t > 0. Legyenek






A := 26c1(r, d, t)s
P
log P
QΓ max{log(c1(r, d, t)sP), log∗QΓ},
H := max(h(a1), h(a2), 1).
(2.8)
2.1. Te´tel. (Be´rczes, Evertse e´s Gyo˝ry [8]) A (2.7) minden (x1, x2) ∈ Γ megolda´sa
esete´n
h(x1, x2) < AH. (2.9)
Eredme´nyu¨nk specia´lis esetke´nt effekt´ıv felso˝ korla´tot ad S-egyse´gegyenletek megolda´-
sainak magassa´ga´ra. Mint ma´r eml´ıtettu¨k, az elso˝ ilyen korla´tot Gyo˝ry [32] nyerte, melyet
ke´so˝bb to¨bb matematikus is jav´ıtott. A jelenleg ismert legjobb korla´tok S-egyse´gegyenletek
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megolda´sainak magassa´ga´ra Bugeaud e´s Gyo˝ry [23], Bugeaud [22] illetve Gyo˝ry e´s Yu [37]
neve´hez fu˝zo˝dnek, mely korla´tokkal o¨sszeme´rheto˝ eredme´ny vezetheto˝ le a fenti te´telu¨nk
bizony´ıta´sa´bo´l.
Most folytatjuk a (2.7) alaku´ egyenletek vizsga´lata´t, de olyan (x1, x2) megolda´sait te-
kintju¨k, melyek egy nagyobb halmazbo´l sza´rmaznak.
Emle´keztetu¨nk, hogy a Γ csoport div´ızio´csoportja a
Γ :=
{
x ∈ (Q∗)2 | ∃ k ∈ Z>0 melyre xk ∈ Γ
}
(2.10)














x ∈ (Q∗)2 | ∃ y, z melyre x = yz, y ∈ Γ,
z ∈ (Q∗)2, h(z) < ε(1 + h(y))
} (2.12)
halmazokat e´rtju¨k.
A Γε halmazt Poonen [52] vezette be, mı´g a C(Γ, ε) halmaz defin´ıcio´ja Evertse [25]
neve´hez fu˝zo˝dik.
Fontos kiemelni, hogy a Γ, Γε e´s C(Γ, ε) halmazok elemei olyanok, hogy koordina´ta´ik
nincsenek benne egy elo˝re megadott sza´mtestben. I´gy ahhoz, hogy effekt´ıv eredme´nyt
igazoljunk diofantikus egyenletek Γ, Γε illetve C(Γ, ε) halamzokbeli megolda´saira nem
elegendo˝ a megolda´sok magassa´ga´ra korla´tot adni, hanem az a´ltaluk genera´lt sza´mtest
foksza´ma´t is felu¨lro˝l korla´tozni kell.
Ro¨gz´ıtsu¨k az a1, a2 ∈ Q∗ elemeket e´s legyenek
K := Q(Γ), K0 := Q(a1, a2,Γ).
A d, s,N,H e´s QΓ jelo¨lje ugyanazt mint a 2.1. Te´telben, A pedig legyen a (2.8) ke´plettel
definia´lt konstans. Legyen tova´bba´
h0 := max{h(ξ1), . . . , h(ξr), h(η1), . . . , h(ηr)},
ahol wi = (ξi, ηi), i = 1, . . . , r a Γ/Γtors csoport egy ro¨gz´ıtett genera´torrendszere.
Tekintsu¨k most az
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2.2. Te´tel. (Be´rczes, Evertse e´s Gyo˝ry [8]) Tegyu¨k fel, hogy (x1, x2) a (2.13) egy
megolda´sa e´s, hogy
ε < 0.0225. (2.14)
Ekkor
h(x1, x2) ≤ Ah(a1, a2) + 3rh0A (2.15)
e´s
[K0(x1, x2) : K0] ≤ 2. (2.16)
Az ala´bbi ko¨vetkezme´ny a div´ızio´csoportbeli megolda´sokra szolga´ltat effekt´ıv felso˝ korla´tot:
2.3. Ko¨vetkezme´ny. (Be´rczes, Evertse e´s Gyo˝ry [8]) A fenti jelo¨le´sekkel e´s felte´te-
lek mellett legyen (x1, x2) az
a1x1 + a2x2 = 1 , (x1, x2) ∈ Γ ismeretlenek (2.17)
egyenlet egy megolda´sa. Ekkor h(x1, x2) ≤ Ah(a1, a2) + 3rh0A e´s [K0(x1, x2) : K0] ≤ 2.
Ve´gu¨l tekintsu¨k az
a1x1 + a2x2 = 1 , (x1, x2) ∈ C(Γ, ε) ismeretlenek (2.18)
egyenletet.
2.4. Te´tel. (Be´rczes, Evertse e´s Gyo˝ry [8]) Tegyu¨k fel, hogy (x1, x2) a (2.18) egyen-
let egy megolda´sa e´s hogy
ε <
0.09
8Ah(a1, a2) + 20rh0A
. (2.19)
Ekkor
h(x1, x2) ≤ 3Ah(a1, a2) + 5rh0A (2.20)
e´s
[K0(x1, x2) : K0] ≤ 2. (2.21)
Beukers e´s Schlickewei [11] dolgozatukban explicit felso˝ korla´tot adnak a (2.17) egyenlet
megolda´ssza´ma´ra, mı´g Evertse, Schlickewei e´s Schmidt [29] eredme´nye´bo˝l explicit korla´tok
vezetheto˝k le a (2.17), (2.13), (2.18) egyenletek to¨bbismeretlenes a´ltala´nos´ıta´sainak meg-
olda´ssza´ma´ra. Mint a fejezet eleje´n la´ttuk a Γε e´s C(Γ, ε) halmazok le´nyegesen a´ltala´nosabb
forma´ban keru¨ltek bevezete´sre (ld. [52], [55]). Re´mond az [53], [54] dolgozatokban kvanti-
tat´ıv verzio´ja´t adta Evertse, Schlickewei e´s Schmidt [29] eredme´nye´nek Abel-varieta´sokra
illetve to´ruszok re´szvarieta´saira. Ugyanakkor megjegyezzu¨k, hogy a [11], [29] e´s [52],
17
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[53], [54], [55] dolgozatok eredme´nyei ineffekt´ıvek, azaz nem szolga´ltatnak me´g elme´letileg
sem elja´ra´st a megolda´sok megkerese´se´re, mı´g a fent ismertetett eredme´nyeink effekt´ıv
eredme´nyek.
Az ebben a fejezetben ismertetett Te´telek bizony´ıta´sa´nak sarokko¨ve az ala´bbi ke´t dio-
fantikus approxima´cio´s te´telu¨nk.
Legyen K egy algebrai sza´mtest, melynek foka d, MK a K place-einek halmaza, e´s G a
K∗ egy ve´gesen genera´lt multiplikat´ıv re´szcsoportja, melynek rangja t > 0. Legyen tova´bba´
{ξ1, . . . , ξr} egy (nem felte´tlenu¨l multiplikat´ıve fu¨ggetlen) genera´torrendszere G-nek, u´gy,
hogy ξ1, . . . , ξr ko¨zo¨tt nincs egyse´ggyo¨k. Legyen
QG := h(ξ1) · · ·h(ξr),
e´s minden v ∈MK esete´n definia´ljuk a P (v) e´rte´ke´t (2.4) szerint.
2.5. Te´tel. (Be´rczes, Evertse e´s Gyo˝ry [8]) Legyen v ∈ MK , α ∈ K∗ e´s tegyu¨k fel
hogy max(h(α), 1) ≤ H. Ekkor minden ξ ∈ G esete´n, melyre αξ 6= 1, igaz, hogy
















Specia´lisan, ha r = t e´s {ξ1, . . . , ξt} ba´zisa G/Gtors-nek, akkor c2(r, d, t) helyett (2.22)-ben
c2(d, t) = 36(16ed)
3t+5(log∗ d)2 veheto˝.
Megjegyezzu¨k, hogy c2(d, t) nem tartalmazza a t
t faktort.
Az ala´bbi te´tel a 2.5. Te´tel egyszeru˝ ko¨vetkezme´nye, mely ugyanakkor alkalmaza´sok
szempontja´bo´l fontos e´s e´rdekes.
2.6. Te´tel. (Be´rczes, Evertse e´s Gyo˝ry [8]) Legyen α ∈ K∗ ro¨gz´ıtett e´s tegyu¨k fel
hogy max(h(α), 1) ≤ H. Legyen tova´bba´ v ∈ MK , e´s 0 < κ ≤ 1. Ekkor minden ξ ∈ G
esete´n, melyre αξ 6= 1 e´s melyre
log |1− αξ|v < −κh(ξ), (2.23)
igazak az ala´bbi becsle´sek:
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e´s














ahol c2(r, d, t) a 2.5. Te´telbeli konstans.
Specia´lisan, ha r = t e´s {ξ1, . . . , ξt} ba´zisa G/Gtors-nek, akkor a (2.24) e´s (2.25)
becsle´sekben c2(r, d, t) helyett c2(d, t) veheto˝.
A 2.5. e´s 2.6. Te´telek bizony´ıta´sa´ban a legfontosabb eszko¨z a logaritmikus forma´k
elme´lete, azaz a Baker-mo´dszer. Bombieri [13] illetve Bombieri e´s Cohen [14], [15] a Thue-
Siegel elvet kiterjesztve, felhaszna´lva a Dyson Lemma´t e´s bizonyos geometriai sza´melme´leti
eredme´nyeket, kidolgozott egy ma´sik effekt´ıv diofantikus approxima´cio´s mo´dszert. Bu-
geaud [22], ezt a megko¨zel´ıte´st ko¨vetve e´s ezt ke´t illetve ha´rom logaritmust tartalmazo´
forma´kra vonatkozo´ also´ becsle´sekkel kombina´lva e´lesebb korla´tot adott, mint Bombieri
e´s Cohen. A fenti eredme´nyu¨nk jo´l o¨sszevetheto˝ Bugeaud eredme´nye´vel, e´s a legto¨bb pa-
rame´terben (kive´ve esetenke´nt a H e´s QG parame´tereket) anna´l e´lesebb becsle´st ad.
2.3. A´ltala´nos´ıtott egyse´gpontok go¨rbe´ken
Ebben az alfejezetben C := {(x, y) ∈ (Q∗)2 | f(x, y) = 0} alaku´ go¨rbe´ket tekintu¨nk ahol
f ∈ Q[X, Y ] nem binom polinom. Itt egyre´szt Bombieri e´s Gubler [16, p. 147, The-
orem 5.4.5] ma´sre´szt Be´rczes, Evertse e´s Gyo˝ry [8, Theorems 2.1, 2.3 and 2.5] eredme´nyeit
a´ltala´nos´ıtjuk. Ez uto´bbi eredme´nyek szerepelnek jelen fejezet ma´sodik alfejezete´ben is
(ld. 2.1. Te´tel, 2.2. Te´tel, 2.4. Te´tel). Pontosabban szo´lva, explicit felso˝ korla´tokat adunk
azon x pontok magassa´ga´ra e´s foksza´ma´ra, melyek benne vannak a C halmazban e´s a
Γ, Γε illetve C(Γ, ε) halmazok egyike´ben is. A C ∩ Γ halmazra vonatkozo´ eredme´nyu¨nk
le´nyege´ben Liardet [46], [47] go¨rbe´ken tala´lhato´ div´ızio´pontok ve´gesse´ge´re vonatkozo´ ne-
vezetes eredme´nye´nek elso˝ effekt´ıv va´ltozata´t adja, abban a specia´lis esetben, amikor Γ
kiza´ro´lag algebrai elemeket tartalmaz.
Legyen Γ a (Q∗)2 egy ve´gesen genera´lt re´szcsoportja. Jelo¨lje tova´bba´ Γ, Γε e´s C(Γ, ε)




1, h(w1), . . . , h(wr)
)
.
Jelo¨lje K a legkisebb olyan sza´mtestet melyre Γ ⊂ (K∗)2, e´s legyen d := [K : Q]. Legyen
S a K place-einek az a legszu˝kebb halmaza, mely tartalmazza az o¨sszes ve´gtelen place-t
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e´s melyre Γ ⊂ (O∗S)2. Ekkor S ve´ges e´s jelo¨lje s az S sza´mossa´ga´t. Legyen P a (2.5)-ben
definia´lt mennyise´g. A tova´bbiakban is haszna´ljuk a 2.1 alfejezetben bevezetett jelo¨le´seket.
Legyen f(X, Y ) ∈ Q[X, Y ] egy abszolu´t irreducibilis polinom, amely nem aXmY n − b
vagy aXm− bY n alaku´ semmilyen a, b ∈ Q, m,n ∈ Z≥0 e´rte´kekre. Ez a felte´tel terme´szetes
megszor´ıta´s, mivel ilyen alaku´ polinomok esete´n ma´r nem adhato´ a´ltala´nos ve´gesse´gi a´ll´ıta´s
a C∩Γ, C∩Γ, C∩Γε, C∩C(Γ, ε) halmazokra. Pontosabban, minden ilyen alaku´ polinom
esete´n van olyan ve´gesen genera´lt Γ csoport melyre a fenti metszeteknek ve´gtelen sok eleme
van. Jelo¨lje L a K azon testbo˝v´ıte´se´t, melyet f egyu¨tthato´i genera´lnak. Legyen













Legyen C ⊂ (Q∗)2 az f(x, y) = 0 a´ltal definia´lt go¨rbe. Az f -re vonatkozo´ felte´teleze´su¨nk
szerint C nem eltoltja a (Q∗)2 egy valo´di algebrai re´szcsoportja´nak.
2.7. Te´tel. (Be´rczes, Evertse, Gyo˝ry e´s Pontreau [10]) Minden x = (x, y) ∈ C ∩ Γ
pont esete´n
h(x) = h(x) + h(y) ≤ C1H.
Megjegyezzu¨k, hogy a fenti te´telben szereplo˝ korla´t nem fu¨gg az L testto˝l, eltekintve atto´l
az implicit fu¨gge´sto˝l ami a H magassa´gto´l valo´ fu¨gge´sbo˝l ado´dik.
Az ala´bbi eredme´nyeket a fenti te´tel e´s (Q∗)2-beli go¨rbe´ken tala´lhato´ kis-magassa´gu´
pontok sza´ma´ra adott felso˝ korla´tok kombina´la´sa´val igazoltuk.






Ekkor minden x ∈ C ∩ Γε esete´n
h(x) ≤ rh0δC1 + C1H, [L(x) : L] ≤ 250δ(log δ)6.





· (rh0δC1 + C1H)−1. (2.27)
Ekkor minden x ∈ C ∩ C(Γ, ε) esete´n
h(x) ≤ 2rh0δC1 + 2C1H, [L(x) : L] ≤ 250δ(log δ)6.
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Megjegyze´s. Abban a specia´lis esetben, amikor f linea´ris, (azaz C egy egyenes), a fenti
te´teleink le´nyege´ben a 2.1., 2.2. e´s 2.4. Te´teleket adja´k, melyek eredetileg a [8] dolgozatban
szerepeltek, csak ott nagyobb ε e´s e´lesebb felso˝ korla´tok mellet keru¨ltek igazola´sra.
2.4. N-dimenzio´s varieta´sok a´ltala´nos´ıtott
egyse´gpontjai
Ebben az alfejezetben N dimenzio´s varieta´sok vizsga´lata´ra ford´ıtjuk figyelmu¨nket.
Legyen Γ a (Q∗)N egy ve´gesen genera´lt re´szcsoportja. Jelo¨lje tova´bba´ Γ, Γε e´s C(Γ, ε)
a (2.1) alatt definia´lt halmazokat. Legyen {w1, . . . ,wr} a Γ/Γtors egy ba´zisa e´s
h0 := max
(
1, h(w1), . . . , h(wr)
)
.
Jelo¨lje K a legkisebb olyan sza´mtestet, melyre Γ ⊂ (K∗)N , e´s legyen d := [K : Q]. Legyen
S a K place-einek az a legszu˝kebb halmaza, mely tartalmazza az o¨sszes ve´gtelen place-t
e´s melyre Γ ⊂ (O∗S)N . Ekkor S ve´ges e´s jelo¨lje s az S sza´mossa´ga´t. Legyen P a (2.5)-ben
definia´lt mennyise´g.
Legyen
X := {x ∈ (Q∗)N : fi(x) = 0, i = 1, . . . ,m}
a (Q∗)N egy re´sz-varieta´sa, ahol f1, . . . , fm ∈ Q[X1, . . . , XN ] nem-konstans polinomok,
melyek mindegyike 2 vagy 3 monombo´l a´ll. Legyen
δ := max(deg f1, . . . , deg fm), H := max(1, h(f1), . . . , h(fm)).
Jelo¨lje L azt a legkisebb sza´mtestet, mely tartalmazza a K testet e´s az fi (i = 1, . . . ,m)
polinomok minden egyu¨tthato´ja´t.
Az X stabiliza´tora´t a
Stab(X ) =
{
x ∈ (Q∗)N | xX ⊆ X
}
halmazke´nt definia´ljuk, ahol xX = {xy : y ∈ X}. Stab(X ) nyilva´n a (Q∗)N egy algebrai










· log∗max(dsP, δh0) (2.28)
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∗ · 2mh0 (r4r+1 · d(log 3d)3 ·mδh0)r .
(2.29)
2.10. Te´tel. (Be´rczes, Evertse, Gyo˝ry e´s Pontreau [10])
Tegyu¨k fel, hogy X a (Q∗)N egy olyan re´sz-varieta´sa, mely teljes´ıti a fent elo˝´ırt felte´teleket
e´s legyen H := Stab(X ).
(i) Tegyu¨k fel, hogy H ve´ges. Ekkor minden x ∈ X ∩ Γ esete´n
h(x) ≤ C2H.
(ii) Tegyu¨k fel, hogy H ve´gtelen. Ekkor X ∩ Γ lefedheto˝ egy
x1H ∪ · · · ∪ xTH,
alaku´ ve´ges unio´val, ahol
xiH ⊂ X , xi ∈ Γ, h(xi) ≤ C3H minden i = 1, . . . , T esete´n. (2.30)
Az ala´bbiakban megfogalmazzuk az X ∩ Γε e´s X ∩ C(Γ, ε) halmazokra vonatkozo´
eredme´nyeinket.





(i) Tegyu¨k fel, hogy H := Stab(X ) ve´ges. Ekkor minden x ∈ X ∩ Γε esete´n
h(x) < rh0δC2 + C2H, [L(x) : L] ≤ 2m+NδN . (2.32)
(ii) Tegyu¨k fel, hogy H ve´gtelen. Ekkor X ∩ Γε lefedheto˝ egy
x1H ∪ · · · ∪ xTH,
alaku´ ve´ges unio´val, ahol minden i = 1, . . . , T esete´n xi ∈ X ∩Γε, xiH ⊂ X , e´s ahol h(xi) e´s
[L(xi) : L] felu¨lro˝l korla´tozhato´k egy kiza´ro´lag a Γ, f1, . . . , fm objektumokto´l fu¨ggo˝ effekt´ıv
mo´don kisza´mı´thato´ konstanssal.
Megjegyze´s. Minden tova´bbi ne´lku¨l megadhato´ lenne explicit alakban a 2.11. Te´tel (ii)
pontja´ban szereplo˝ korla´t, de ez igen bonyolult kifejeze´s lenne.
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Tegyu¨k fel, hogy Stab(X ) ve´ges. Ekkor minden x ∈ X ∩ C(Γ, ε) esete´n
h(x) ≤ 2rh0δC2 + 2C2H, [L(x) : L] ≤ 2m+NδN .
Megjegyze´s. Ha H := Stab(X ) ve´gtelen, akkor a´ltala´ban X ∩ C(Γ, ε) nem felte´tlenu¨l
fedheto˝ le egy x1H ∪ · · · ∪ xTH alaku´ ve´ges unio´val. Valo´ban, tegyu¨k fel, hogy dimX >
dimH e´s hogy H ∩ Γ tartalmaz ve´gtelen rendu˝ pontokat. Va´lasszunk egy x0 ∈ X pontot
e´s egy u ∈ H ∩ Γ ve´gtelen rendu˝ elemet. I´gy h(u) > 0 e´s ba´rmely ele´g nagy n esete´n
h(x0) ≤ ε(1 + nh(u)− h(x0)) ≤ ε(1 + h(un)).
Eze´rt x := x0u
n ∈ x0H∩C(Γ, ε), ami azt jelenti, hogy minden x0 ∈ X esete´n x0H tartal-
maz elemeket az C(Γ, ε) halmazbo´l. Ha X ∩ C(Γ, ε) egy ∪ti=1xiH alaku´ ve´ges unio´ re´sze
lenne, akkor ugyanez lenne igaz X -re is, ami lehetetlen.
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Legyen A := Z[z1, . . . , zr] ⊃ Z egy ve´gesen genera´lt tartoma´ny Z felett. Ebben a fejezet-
ben ve´gesen genera´lt tartoma´ny felett mindig egy Z-t tartalmazo´ tartoma´nyt fogunk e´rteni,
mely Q felett algebrai e´s transzcendens elemeket is tartalmazhat. Az A tartoma´ny felett
tekintett Diofantikus egyenletekre e´s proble´ma´kra vonatkozo´ elso˝ ve´gesse´gi eredme´nyek
a mu´lt sza´zad ko¨zepe´n szu¨lettek. Serge Lang a [40] ko¨nyve´ben e´s [39] cikke´ben sza´mos,
Diofantikus egyenletekre vonatkozo´ kora´bbi (raciona´lis ege´szek vagy algebrai sza´mtestek
ege´szei feletti) ve´gesse´gi eredme´nyt a´ltala´nos´ıtott A feletti ve´gesse´gi eredme´nyeket igazolva
ezen egyenletekre. Egyebek ko¨zo¨tt ve´gesse´gi eredme´nyt igazolt A felett egyse´gegyenletekre,
Thue-egyenletekre, illetve go¨rbe´k A-beli pontjaira. Ugyanakkor Lang eredme´nyei inef-
fekt´ıvek voltak, azaz nem szolga´ltattak me´g elvi elja´ra´st sem a megolda´sok megkerese´se´re.
Az elso˝ effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyeket ve´gesen genera´lt tartoma´nyok felett tekintett dio-
fantikus egyenletekre vonatkozo´an Gyo˝ry Ka´lma´n nyerte [34], [35] az 1980-as e´vek eleje´n,
amikoris kifejlesztett egy u´j effekt´ıv specializicio´s elja´ra´st. Ez leheto˝ve´ tette sza´ma´ra,
hogy bizonyos specia´lis, nem csupa´n algebrai elemeket tartalmazo´ ve´gesen genera´lt tar-
toma´nyok felett effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyeket igazoljon ku¨lo¨nfe´le diofantikus egyenle-
tekre e´s proble´ma´kra. Gyo˝ry ilyen t´ıpusu´ eredme´nyeket nyert egyse´gegyenletekre, norma
forma egyenletekre, index forma egyenletekre, diszkrimina´ns forma egyenletekre [34], va-
lamint adott diszkrimina´nsu´ polinomokra e´s algebrai elemekre [35]. Ke´so˝bb Brindza ha-
szonlo´ eredme´nyeket publika´lt szuperelliptikus egyenletekre [19] e´s az a´ltala´nos´ıtott Cata-
lan egyenletre [20], mı´g Brindza e´s Pinte´r bine´r forma´k egyenlo˝ e´rte´keire [21], Ve´gso˝ [62]
pedig a Schinzel-Tijdeman egyenletre nyert ilyen t´ıpusu´ eredme´nyeket.
Evertse e´s Gyo˝ry [27] 2013-ban Gyo˝ry 1980-as e´vekbeli mo´dszere´t kombina´lta Aschenb-
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renner [1] u´jabb eredme´nyeivel, eza´ltal u´gy kiterjesztve a mo´dszert, hogy az leheto˝ve´ tegye
tetszo˝leges ve´gesen genera´lt tartoma´nyok feletti effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyek igazola´sa´t.
Egyu´ttal a [27] dolgozatban effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyt igazoltak ax+ by = 1, x, y ∈ A∗
alaku´ egyse´gegyenletekre tetszo˝leges A ve´gesen genera´lt tartoma´nyok esete´n.
Ebben a fejezetben egyre´szt tetszo˝leges ve´gesen genera´lt tartoma´ny feletti Thue-egyen-
letekre, szuperelliptikus egyenletekre e´s a Schinzel-Tijdeman egyenletre vonatkozo´ effekt´ıv
eredme´nyeket ismertetek, mely eredme´nyek Jan-Hendrik Evertsevel e´s Gyo˝ry Ka´lma´nnal
ko¨zo¨s eredme´nyek, e´s a [9] dolgozatban jelentek meg. Ma´sre´szt szinte´n ebben a fejezetben
ismertetem ve´gesen genera´lt tartoma´nyok feletti go¨rbe´k egyse´gpontjaira e´s div´ızo´pontjaira
vonatkozo´ effekt´ıv ve´gesse´gi eredme´nyeimet, melyek a [7] e´s [6] egyszerzo˝s cikkeimben
keru¨ltek publika´la´sra.
3.1. Ve´gesen genera´lt tartoma´nyok
Az eredme´nyek megfogalmaza´sa elo˝tt ne´ha´ny fogalmat e´s jelo¨le´st vezetu¨nk be. Legyen
r > 0 e´s A := Z[z1, . . . , zr] egy nulla-karakterisztika´ju´ ve´gesen genera´lt tartoma´ny Z felett.
Ekkor A tekintheto˝
A ∼= Z[X1, . . . , Xr]/I (3.1)
faktorgyu˝ru˝nek, ahol I az R := Z[X1, . . . , Xr] polinomgyu˝ru˝ azon idea´lja, amelyik az
f(z1, . . . , zr) = 0 tulajdonsa´gu´ f ∈ R polinomokbo´l a´ll. Tudjuk tova´bba´, hogy ekkor az I
idea´l ve´gesen genera´lt, azaz
I = (f1, . . . , ft) ahol f1, . . . , ft ∈ Z[X1, . . . , Xr]. (3.2)
I´gy f1, . . . , ft le´nyege´ben ro¨gz´ıti az A ve´gesen genera´lt tartoma´ny egy reprezenta´cio´ja´t.
Emle´keztetu¨nk, hogy A akkor e´s csakis akkor lesz 0 karakterisztika´ju´ tartoma´ny, ha I
pr´ımidea´l e´s I ∩Z = ∅. Megadva az I idea´l f1, . . . , ft genera´torait ez a tulajdonsa´g effekt´ıv
mo´don elleno˝rizheto˝ (ld. [1] e´s [38]).
Jelo¨lje K az A ha´nyadosteste´t. Azt mondjuk, hogy egy f ∈ R reprezenta´nsa az α ∈ A
elemnek, ha f(z1, . . . , zr) = α. Tova´bba´ azt mondjuk, hogy egy (f, g) ∈ R2 pa´r repre-
zenta´nsa a β ∈ K elemnek, ha g 6∈ I (azaz g(z1, . . . , zr) 6= 0) e´s f(z1,...,zr)g(z1,...,zr) = β. Haszna´lni
fogjuk azt az elneveze´st is, hogy f reprezenta´lja az α elemet, illetve (f, g) reprezenta´lja
a β elemet. Nyilva´n, minden α ∈ A elemnek ve´gtelen sok reprezenta´nsa van, e´s min-
den β ∈ K elemhez is ve´gtelen sok reprezenta´ns pa´r tartozik. Ugyanakkor, mivel effekt´ıv
mo´don eldo¨ntheto˝ az, hogy R egy polinomja benne van-e R egy adott idea´lja´ban vagy sem
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(ld. [1]), ı´gy az is effekt´ıv mo´don eldo¨ntheto˝, hogy ke´t polinom az A tartoma´ny ugyan-
azon eleme´t reprezenta´lja-e, illetve, hogy ke´t polinompa´r ugyanannak a K-beli elemnek a
reprezenta´ns pa´rja-e. Valo´ban, ke´t f, f ′ ∈ R polinom akkor e´s csakis akkor reprezenta´lja
ugyanazt az α ∈ A elemet, ha f − f ′ ∈ I, e´s ke´t (f, g), (f ′, g′) ∈ R2 polinompa´r akkor e´s
csakis akkor reprezenta´lja ugyanazt a β ∈ K elemet, ha fg′ − f ′g ∈ I.
Az A elemeit reprezenta´nsaik seg´ıtse´ge´vel fogjuk me´rni. Egy f ∈ R polinom esete´n
jelo¨lje deg f az f teljes foksza´ma´t e´s h(f) az f abszolu´t logaritmikus magassa´ga´t, azaz
egyu¨tthato´i abszolu´t e´rte´kei maximuma´nak logaritmusa´t. Definia´ljuk tova´bba´ egy nem-
azonosan nulla f polinom me´rete´t az ala´bbiak szerint:
s(f) := max(1, deg f, h(f)).
A konstans 0 polinom esete´n legyen s(0) := 1.
A fejezet sora´n az O(·) jelo¨le´st egy olyan mennyise´g helye´n haszna´ljuk, amelyik c-szer
a za´ro´jelben szereplo˝ kifejeze´s, ahol c egy effekt´ıv mo´don kisza´mı´thato´ abszolu´t konstans,
mely az O-szimbo´lum minden megjelene´se esete´n ku¨lo¨nbo¨zo˝ lehet. A fejezet sora´n ve´gig
haszna´lni fogjuk a log∗ a := max(1, log a) (a > 0), e´s log∗ 0 := 1 jelo¨le´st is.
3.2. Effekt´ıv eredme´nyek diofantikus egyenletekre ve´-
gesen genera´lt tartoma´nyok felett
Legyen A egy Z-felett ve´gesen genera´lt tartoma´ny, amint azt a 3.1 alfejezetben definia´ltuk.
Ebben az alfejezetben egyre´szt Thue egyenletekkel, azaz F (x, y) = δ, x, y ∈ A, alaku´
egyenletekkel foglalkozunk, ahol F egy bine´r forma A-beli egyu¨tthato´kkal e´s ahol δ az A
egy nem-nulla eleme. Ma´sre´szt, hiper- e´s szuperelliptikus egyenleteket, azaz f(x) = δym,
x, y ∈ A, alaku´ egyenleteket vizsga´lunk, ahol f ∈ A[X], δ ∈ A \ {0} e´s ahol m ∈ Z≥2.
A szu¨kse´ges ve´gesse´gi felte´telek mellett effekt´ıv felso˝ korla´tot adunk a megolda´sok
me´rete´re az m valamint az A, δ, F e´s f alkalmas reprezenta´cio´inak fu¨ggve´nye´ben. Ered-
me´nyeink elme´leti elja´ra´st adnak az o¨sszes megolda´s megkerese´se´re. Vizsga´ljuk tova´bba´
a Schinzel-Tijdeman egyenletet, azaz az f(x) = δym egyenletet az x, y ∈ A e´s m ∈ Z≥2
ismeretlenekben e´s effekt´ıv felso˝ korla´tot adunk az m e´rte´ke´re.
Mint ma´r eml´ıtettu¨k, a kora´bbi effekt´ıv eredme´nyek csak bizonyos specia´lis ve´gesen
genera´lt tartoma´nyok feletti Thue egyenletekre, illetve hiper- e´s szuperelliptikus egyenle-
tekre vonatkoztak, mı´g mi nem teszu¨nk semmilyen megszor´ıta´st az A ve´gesen genera´lt
tartoma´nyra. Az x, y e´s m megolda´sok me´rete´re adott felso˝ korla´taink pedig teljesen u´jak,
a specia´lis ve´gesen genera´lt tartoma´nyok tekintete´ben is.
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Bizony´ıta´saink Thue, hiper- e´s szuperelliptikus egyenletekre vonatkozo´ kora´bbi, sza´m-
test e´s fu¨ggve´nytest esetbeli eredme´nyeken e´s a Gyo˝ry-fe´le specializa´cio´k fent eml´ıtett fi-
nomı´ta´sa´n mu´lnak.
3.2.1. Thue egyenletek
Legyen A egy Z-felett ve´gesen genera´lt tartoma´ny, amint azt a 3.1 alfejezetben definia´ltuk.
Tekintsu¨k az
F (x, y) = δ , x, y ∈ A ismeretlenek (3.3)
Thue egyenletet, ahol
F (X, Y ) = a0X
n + a1X
n−1Y + · · ·+ anY n ∈ A[X, Y ]
egy bine´r forma, melynek foksza´ma n ≥ 3, diszkrimina´nsa DF 6= 0, e´s ahol δ ∈ A \ {0}.
Ro¨gz´ıtsu¨k az a0, a1, . . . , an, δ elemek
a˜0, a˜1, . . . , a˜n, δ˜ ∈ Z[X1, . . . , Xr]
reprezenta´nsait. Annak e´rdeke´ben, hogy a δ 6= 0 e´s D(F ) 6= 0 tulajdonsa´gokat ga-
ranta´ljuk olyan reprezenta´nsokat kell va´lasztanunk, melyekre δ˜ 6∈ I e´s DF˜ 6∈ I, ahol
DF˜ az F˜ :=
∑n
j=0 a˜jX
n−jY j polinom diszkrimina´nsa. Ezeket a tulajdonsa´gokat effekt´ıv
mo´don elleno˝rizhetju¨k (ld. pe´lda´ul Aschenbrenner [1, Theorem A]). Tegyu¨k fel, hogy max(deg f1, . . . , deg ft, deg a˜0, deg a˜1, . . . , deg a˜n, deg δ˜) ≤ dmax(h(f1), . . . , h(ft), h(a˜0), h(a˜1), . . . , h(a˜n), h(δ˜)) ≤ h, (3.4)
ahol d ≥ 1, h ≥ 1.
3.1. Te´tel. (Be´rczes, Evertse, Gyo˝ry [9]) A (3.3) minden x, y megolda´sa´nak le´tezik
olyan x˜, y˜ reprezenta´nsa, melyre
s(x˜), s(y˜) ≤ exp (n!(nd)expO(r)(h+ 1)) . (3.5)
A korla´t exponencia´lis fu¨gge´se az n!, d e´s h parame´terekto˝l egy sza´mtestek feletti Thue
egyenletek megolda´saira adott Baker-t´ıpusu´ becsle´sbo˝l ado´dik, melyet a bizony´ıta´sban
haszna´lnunk kellett. Az r parame´terto˝l valo´ to¨bbszo¨ro¨sen exponencia´lis fu¨gge´s a poli-
nomgyu˝rkbeli effekt´ıv kommutat´ıv algebrai sza´mı´ta´sokbo´l ado´dik, ami a fent eml´ıtett,
Evertse e´s Gyo˝ry neve´hez fu˝zo˝do˝ specializa´cio´s mo´dszer ha´ttere´ben a´ll.
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3.2. Ko¨vetkezme´ny. (Be´rczes, Evertse, Gyo˝ry [9])
Legyenek f1, . . . , ft ∈ Z[X1, . . . , Xr] adott polinomok, melyekre A egy Z felett ve´gesen
genera´lt tartoma´ny, e´s legyenek a˜0, . . . , a˜n, δ˜ ∈ Z[X1, . . . , Xr] a DF˜ , δ˜ 6∈ I tulajdonsa´gokat
teljes´ıto˝ reprezenta´nsok. Ekkor le´tezik egy olyan elja´ra´s, mellyel meghata´rozhato´ egy po-
linompa´rokbo´l a´llo´ ve´ges lista, amelyik a (3.3) egyenlet minden (x, y) megolda´sa´nak pon-
tosan egy reprezenta´nsa´t tartalmazza.
Bizony´ıta´s. Jelo¨lju¨k C-vel a (3.5)-ben szereplo˝ korla´tot. Minden olyan x˜, y˜ ∈ Z[X1, . . . , Xr]
polinompa´r esete´n, melynek me´rete legfeljebb C elleno˝rizzu¨k, hogy F˜ (x˜, y˜)− δ˜ ∈ I igaz-e.
Ezuta´n minden olyan x˜, y˜ pa´r esete´n, melyre F˜ (x˜, y˜)− δ˜ ∈ I igaz, elleno˝rizzu¨k, hogy x˜, y˜
modulo I megegyezik-e valamelyik kora´bbi pa´rral, e´s csak akkor tartjuk meg, ha modulo
I ku¨lo¨nbo¨zik minden kora´bban tala´lt pa´rto´l. I´gy az egyenlet minden x, y megolda´sa´hoz
tala´ltunk pontosan egy x˜, y˜ ∈ Z[X1, . . . , Xr] reprezenta´nst.
3.2.2. Hiper- e´s szuperelliptikus egyenletek
Most tekintsu¨k az
F (x) = δym , x, y ∈ A ismeretlenek (3.6)
egyenletet, ahol
F (X) = a0X
n + a1X
n−1 + · · ·+ an ∈ A[X]
egy n foksza´mu´ polinom, melynek diszkrimina´nsa DF 6= 0, e´s ahol δ ∈ A \ {0}. Tegyu¨k
fel, hogy vagy m = 2 e´s n ≥ 3, vagy m ≥ 3 e´s n ≥ 2. Ha m = 2, akkor a (3.6) egyenletet
hiperelliptikus egyenletnek, mı´g ha m ≥ 3, akkor szuperelliptikus egyenletnek nevezzu¨k.
Ro¨gz´ıtsu¨k most is az a0, a1, . . . , an, δ valamely
a˜0, a˜1, . . . , a˜n, δ˜ ∈ Z[X1, . . . , Xr]
reprezenta´nsait. Annak szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´tele, hogy δ 6= 0 e´s DF 6= 0 legyen az,
hogy se δ˜ se az F˜ :=
∑n
j=0 a˜jX
n−j polinom diszkrimina´nsa ne tartozzon az I idea´lhoz.
Tegyu¨k fel tova´bba´, hogy max(deg f1, . . . , deg ft, deg a˜0, deg a˜1, . . . , deg a˜n, deg δ˜) ≤ dmax(h(f1), . . . , h(ft), h(a˜0), h(a˜1), . . . , h(a˜n), h(δ˜)) ≤ h, (3.7)
ahol d ≥ 1, h ≥ 1.
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3.3. Te´tel. (Be´rczes, Evertse, Gyo˝ry [9]) A (3.6) egyenlet minden x, y megolda´sa´nak
le´tezik olyan x˜, y˜ reprezenta´nsa, melyre
s(x˜), s(y˜) ≤ exp (m3(nd)expO(r)(h+ 1)) . (3.8)
A Thue egyenlet esete´hez teljesen hasonlo´an effekt´ıv mo´don megadhato´ egy polinom-
pa´rokbo´l a´llo´ ve´ges lista, melyben a (3.6) minden (x, y) megolda´sa´nak pontosan egy rep-
rezenta´nsa szerepel.
Ko¨vetkezo˝ eredme´nyu¨nk a Schinzel-Tijdeman egyenletre vonatkozik, ami szinte´n a (3.6)
egyenlet, de ha´rom ismeretlenben, e´spedig az x, y ∈ A e´s m ∈ Z≥2 ismeretlenekben.
3.4. Te´tel. (Be´rczes, Evertse, Gyo˝ry [9]) Tegyu¨k fel, hogy a (3.6) egyenletben az F
diszkrimina´nsa nem-nulla e´s n ≥ 2. Legyen x, y ∈ A, m ∈ Z≥2 a (3.6) egyenlet egy
megolda´sa. Ekkor
m ≤ exp ((nd)expO(r)(h+ 1)) (3.9)
ha y ∈ Q, y 6= 0, y nem egyse´ggyo¨k,
m ≤ (nd)expO(r) ha y 6∈ Q. (3.10)
Megjegyezzu¨k, hogy a (3.9) alatt tala´lhato´ felte´tel szu¨kse´ges, ugyanis, ha y nulla vagy
egyse´ggyo¨k, akkor m-re nem adhato´ felso˝ korla´t.
3.3. Egyse´gpontok go¨rbe´ken ve´gesen genera´lt tarto-
ma´nyok felett
Legyen A ve´gesen genera´lt tartoma´ny, amint azt a 3.1 alfejezetben definia´ltuk, legyen K
az A ha´nyadosteste e´s A∗ az A egyse´gcsoportja.
Legyen F ∈ A[X, Y ] egy nem-konstans polinom. Lang [39] egy 1960-as eredme´nye
szerint az
F (x, y) = 0 , x, y ∈ A∗ ismeretlenek (3.11)
egyenletnek csak ve´gesen sok megolda´sa van, felte´ve, hogy F nem oszthato´ egyetlen
XmY n − α vagy Xm − αY n (3.12)
alaku´ polinommal sem, ahol m,n nem-negat´ıv ege´szek, melyek ko¨zu¨l legala´bb az egyik
nem-nulla, e´s ahol α ∈ A∗. Lang bizony´ıta´sa ugyanakkor ineffekt´ıv. A Lang te´tele´ben
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megko¨vetelt felte´telek, azaz hogy A ve´gesen genera´lt e´s F nem oszthato´ egyelten (3.12)
alaku´ polinommal sem, alapveto˝en szu¨kse´gesek. Egyre´szt, ha A nem ve´gesen genera´lt
Z felett, akkor ve´gesse´g ma´r nem igazolhato´, ma´sre´szt minden olyan F polinom esete´n,
amely oszthato´ valamely (3.12) alaku´ polinommal, megadhato´ olyan A Z felett ve´gesen
genera´lt tartoma´ny, melyre a (3.11) egyenletnek ve´gtelen sok megolda´sa van. So˝t, ha F
oszthato´ egy (3.12) alaku´ polinommal e´s α teljes d-edik hatva´ny A-ban, ahol d az m e´s n
legnagyobb ko¨zo¨s oszto´ja, akkor a (3.11) egyenletnek ve´gtelen sok megolda´sa van minden A
Z felett ve´gesen genera´lt tartoma´ny esete´n. Bombieri e´s Gubler [16] (Theorem 5.4.5) Lang
eredme´nye´re effekt´ıv bizony´ıta´st adott abban a specia´lis esetben, amikor A egy sza´mtest
S-ege´szeinek a gyu˝ru˝je, majd ugyanebben az esetben Be´rczes, Evertse, Gyo˝ry e´s Pontreau
[10] explicit effekt´ıv felso˝ korla´tot adtak az x, y megolda´sok magassa´ga´ra.
Ebben az alfejezetben Lang fent eml´ıtett nevezetes eredme´nye´nek effekt´ıv verzio´ja´t is-
mertetem tetszo˝leges A ve´gesen genera´lt tartoma´nyok felett. Eredme´nyem szerint az A
tartoma´ny e´s az F egyu¨tthato´inak egy-egy megfelelo˝ reprezenta´cio´ja´t ro¨gz´ıtve elme´letileg
meghata´rozhato´ a (3.11) egyenlet minden megolda´sa a (3.12) felte´telne´l egy enyhe´n szi-
goru´bb megszor´ıta´s mellett. Pontosabban a (3.12) felte´telben α ∈ K∗ lehet az α ∈ A∗
helyett. Le´nyege´ben ennek az eredme´nynek egy kvantitat´ıv verzio´ja´t adom, explicit felso˝
korla´tot adva az x e´s y megolda´sok me´rete´re. A bizony´ıta´s ha´ttere´ben itt is a Gyo˝ry [34],
[35] a´ltal kifejlesztett majd Evertse e´s Gyo˝ry [27] a´ltal kiterjesztett mo´dszer a´ll.
Legyen A egy (3.1) forma´ban megadott ve´gesen genera´lt tartoma´ny, ahol az I idea´lt
genera´lo´ polinomok f1, . . . , ft ∈ Z[X1, . . . , Xr]. Jelo¨lje K az A ha´nyadosteste´t e´s K annak
algebrai leza´rtja´t.
Legyen F (X, Y ) =
∑
(i,j)∈I aijX
iY j ∈ A[X, Y ] egy polinom melynek teljes foksza´ma
N := degF , e´s tegyu¨k fel, hogy F teljes´ıti az ala´bbi felte´telt:
F nem oszthato´ egyetlen nem-konstans
XmY n − α vagy Xm − αY n,
alaku´ polinommal sem, ahol m,n ∈ Z≥0 e´s α ∈ K∗.
(3.13)
U´jra megjegyezzu¨k, hogy minden olyan polinom esete´n amely nem teljes´ıti a (3.13) felte´telt,
megadhato´ egy olyan A Z felett ve´gesen genera´lt tartoma´ny, melyre a (3.11) egyenletnek
ve´gtelen sok megolda´sa van. Tegyu¨k fel tova´bba´, hogy ro¨gz´ıtettu¨k az aij ∈ A elemek egy-
egy a˜ij ∈ Z[X1, . . . , Xr] reprezenta´nsa´t. Legyen F˜ (X, Y ) :=
∑
(i,j)∈I a˜ijX
iY j. Tegyu¨k fel,
hogy  deg f1, . . . , deg ft, deg a˜ij ≤ d minden (i, j) ∈ I esete´nh(f1), . . . , h(ft), h(a˜ij) ≤ h minden (i, j) ∈ I esete´n, (3.14)
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ahol d > 1 e´s h > 1 valo´s sza´mok. A disszerta´cio´ 8. fejezete´ben (ld. me´g [7]) igazoljuk,
hogy a (3.13) effekt´ıv mo´don eldo¨ntheto˝ adott f1, . . . , ft e´s a˜ij esete´n.
3.5. Te´tel. (Be´rczes [7]) Legyen A egy ve´gesen genera´lt tartoma´ny, mint fent, e´s tegyu¨k
fel, hogy F teljes´ıti a (3.13) felte´telt. Ekkor a
C := {(x, y) ∈ (A∗)2|F (x, y) = 0} (3.15)
halmaz minden (x, y) eleme esete´n le´teznek az x, y, x−1 e´s y−1 elemeknek olyan x˜, y˜, x˜′ e´s
y˜′ reprezenta´cio´i, melyekre
s(x˜), s(y˜), s(x˜′), s(y˜′) ≤ exp{(2d)expO(r)(2N)(log∗N)·expO(r) · (h+ 1)3} . (3.16)
Megjegyezzu¨k, hogy a fenti eredme´ny effekt´ıv abban az e´rtelemben, hogy elme´letileg
elja´ra´st biztos´ıt a (3.15) halmaz o¨sszes eleme´nek meghata´roza´sa´hoz. Valo´ban, csak ve´ges
sok olyan Z[X1, . . . , Xr]-beli polinom van, melynek me´rete a (3.16) korla´t alatt van, e´s ezek
effekt´ıv mo´don felsorolhato´k. Tova´bba´, (x, y) ∈ C akkor e´s csakis akkor teljesu¨l, ha le´teznek
olyan x˜, y˜, x˜′, y˜′ ∈ Z[X1, . . . , Xr] polinomok, melyeknek me´rete a (3.16) korla´t alatt van, e´s
amelyekre
x˜ · x˜′ − 1, y˜ · y˜′ − 1, F˜ (x˜, y˜) ∈ I. (3.17)
Teha´t csak annyit kell tennu¨nk, hogy felsoroljuk az o¨sszes olyan (x˜, y˜, x˜′, y˜′) polinom ne´gyest
melyre s(x˜), s(y˜), s(x˜′), s(y˜′) kisebb a te´telbeli korla´tna´l, e´s elleno˝rizzu¨k, hogy (3.17) tel-
jesu¨l-e. Ve´gu¨l csoportos´ıtanunk kell az o¨sszes olyan ne´gyest melyben (x˜, y˜) ugyanazt az
(x, y) ∈ (A∗)2 pa´rt reprezenta´lja e´s minden csoportbo´l kiveszu¨nk egy elemet. I´gy egy olyan
lista´t kapunk, mely a (3.15) halmaz minden eleme´re pontosan egy reprezenta´cio´t tartalmaz.
3.4. Div´ızio´pontok go¨rbe´ken ve´gesen genera´lt tarto-
ma´nyok felett
Legyen isme´t A := Z[z1, . . . , zr] ⊃ Z egy ve´gesen genera´lt tartoma´ny e´s jelo¨lje K az A
ha´nyadosteste´t, K∗ pedig K nem-nulla elemeinek multiplikat´ıv csoportja´t. Jelo¨lje K a
K algebrai leza´rtja´t, e´s K
∗
a K egyse´gcsoportja´t. Legyen Γ a K∗ egy ve´gesen genera´lt
re´szcsoportja e´s legyen F (X, Y ) ∈ A[X, Y ] egy polinom. 1960-ban Lang [39] bela´tta, hogy
az (3.11) egyenletne´l a´ltala´nosabb
F (x, y) = 0 x, y ∈ Γ ismeretlenek (3.18)
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egyenletnek csak ve´ges sok megolda´sa van, felte´ve, hogy F nem oszthato´ egyetlen
XmY n − α vagy Xm − αY n (3.19)
alaku´ polinommal sem, ahol m,n nem-negat´ıv ege´szek, melyek nem mindegyike nulla,
e´s α ∈ Γ. Lang bizony´ıta´sa ugyanakkor ineffekt´ıv volt. Be´rczes [7] (ez egyben a jelen
disszerta´cio´ 3.5. Te´tele is) a teljesen a´ltala´nos esetben, ve´gesen genera´lt tartoma´nyok fe-
lett igazolta Lang eredme´nye´nek egy effekt´ıv va´ltozata´t. Megjegyezzu¨k, hogy az effekt´ıv
eredme´nyek enyhe´n szigoru´bb felte´tel mellett keru¨ltek igazola´sra mint Lang eredme´nye.
Nevezetesen a (3.19) felte´telben az effekt´ıv esetben α ∈ Γ helyett α ∈ K∗ szerepel.
Jelo¨lje Γ a Γ div´ızio´csoportja´t, azaz a
Γ :=
{
x ∈ K∗ | ∃ m ∈ N, xm ∈ Γ
}
a´ltal definia´lt csoportot. Lang ([41], [42], ld. me´g [43]) azt sejtette, hogy a fenti egyenletnek
csak ve´ges sok x, y ∈ Γ megolda´sa van ugyanazon (3.19) felte´tel mellett, de most α ∈ Γ
e´rte´keket megengedve. Liardet [46], [47] dolgozataiban igazolta Lang sejte´se´t, de eredme´nye
ineffekt´ıv volt.
A sza´mtest esetben Liardet te´tele´nek egy effekt´ıv verzio´ja´t Be´rczes, Evertse, Gyo˝ry e´s
Pontreau [10] bizony´ıtotta´k (ld. egyu´ttal jelen disszerta´cio´ 2.8. Te´tele´t).
Ebben az alfejezetben Liardet te´tele´nek effekt´ıv va´ltozata´t ismertetem a teljesen a´lta-
la´nos esetben. Ez Liardet te´tele´nek az elso˝ effekt´ıv va´ltozata ebben az a´ltala´nossa´gban.
Az eredme´ny a [6] egyszerzo˝s dolgozatomban keru¨lt bizony´ıta´sra.
Az eredme´nyu¨nk nem csak effekt´ıv, hanem kvantitat´ıv is abban az e´rtelemben, hogy
explicit felso˝ korla´tot is ad az x, y ∈ Γ megolda´sok me´rete´re. A bemutatott eredme´ny
ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa Bombieri e´s Gubler [16, p. 147, Theorem 5.4.5], Be´rczes, Evertse,
Gyo˝ry e´s Pontreau [10] (ld. jelen disszerta´cio´ 2.7. Te´tele) valamint Be´rczes [7] (ld. je-
len disszerta´cio´ 3.5. Te´tele) eredme´nyeinek. Tova´bba´, az ismertetett eredme´ny szinte´n
a´ltala´nos´ıta´sa Be´rczes, Evertse e´s Gyo˝ry [8] (ld. jelen disszerta´cio´ 2.3. Ko¨vetkezme´nye)
valamint Evertse e´s Gyo˝ry [27] egyse´gegyenletekre vonatkozo´ eredme´nyeinek.
A bizony´ıta´s fo˝ eszko¨ze Gyo˝ry (ld. [34], [35]) egy az 1980-as e´vekben bevezetett effekt´ıv
specializa´cio´s mo´dszere, pontosabban annak Evertse e´s Gyo˝ry [27] a´ltal 2013-ban finomı´tott
va´ltozata. A bizony´ıta´s fo˝ nehe´zse´ge, hogy egyre´szt nem csak a megolda´sok magassa´ga´t,
de a K feletti foksza´ma´t is becsu¨lnu¨nk kell, ma´sre´szt Γ elemeire nem a´ll rendelkeze´su¨nkre
semmilyen ke´zenfekvo˝ reprezenta´cio´. Kiemelendo˝ me´g, hogy az irodalomban ez az elso˝
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Legyen A := Z[z1, . . . , zr] egy ve´gesen genera´lt tartoma´ny, amint azt a 3.1 alfejezetben
definia´ltuk, e´s jelo¨lje K az A ha´nyadosteste´t. Legyenek γ1, . . . , γs ∈ K∗ a K test tetszo˝leges




γl11 . . . γ
ls
s | l1, . . . , ls ∈ Z
}
(3.20)
ve´gesen genera´lt csoportot e´s annak
Γ :=
{




Legyen I ⊂ Z2≥0 egy nem-u¨res halmaz, e´s F (X, Y ) =
∑
(i,j)∈I aijX
iY j ∈ A[X, Y ] egy
polinom amelyik teljes´ıti az ala´bbi felte´telt:
F nem oszthato´ egyetlen
XmY n − α vagy Xm − αY nalaku´ nem-konstans polinommal sem
ahol m,n ∈ Z≥0 e´s α ∈ K∗.
(3.22)
Megjegyezzu¨k, hogy minden olyan polinom esete´n amely nem teljes´ıti a (3.22) felte´telt,
megadhato´ egy olyan Γ ve´gesen genera´lt csoport, melyre a (3.18) egyenletnek ve´gtelen sok
megolda´sa van. Megjegyezzu¨k tova´bba´, hogy ez a tulajdonsa´g effekt´ıv mo´don eldo¨ntheto˝,
amint az szerepel a disszerta´cio´ 8. fejezete´ben (ld. me´g [7]). Legyen N := degF az
F teljes foksza´ma, e´s tegyu¨k fel, hogy F az aij ((i, j) ∈ I) egyu¨tthato´inak alkalmas a˜ij
reprezenta´nsai a´ltal van megadva.
Tegyu¨k fel tova´bba´, hogy{
deg f1, . . . , deg ft, deg g1, . . . , deg gs, deg h1, . . . , deg hs, deg a˜ij ≤ d
h(f1), . . . , h(ft), h(g1), . . . , h(gs), h(h1), . . . , h(hs), h(a˜ij) ≤ h,
(3.23)
ahol (i, j) ∈ I e´s d > 1, h > 1 valo´s sza´mok.
3.6. Te´tel. (Be´rczes [6]) Legyen A egy ve´gesen genera´lt tartoma´ny mint fent, e´s Γ az
ime´nt definia´lt div´ızio´csoport. Legyen F (X, Y ) ∈ A[X, Y ] egy polinom, amelyik teljes´ıti a
(3.22) felte´telt. Definia´ljuk a
C := {(x, y) ∈ (Γ)2|F (x, y) = 0} (3.24)
halmazt.
(i) Ekkor le´tezik olyan m pozit´ıv ege´sz, melyre
m ≤ exp{N6(2d)exp{C3(r+s)}(h+ 1)4s} (3.25)
33
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ahol C3 egy alkalmas, effekt´ıv mo´don kisza´mı´thato´ konstans, u´gy, hogy erre az m e´rte´kre
xm ∈ Γ e´s ym ∈ Γ, minden (x, y) ∈ C esete´n.
(ii) Pontosabban, le´tezik egy olyan C4 effekt´ıv mo´don kisza´mı´thato´ abszolu´t konstans, hogy
minden (x, y) ∈ C esete´n le´teznek olyan t1,x, . . . , ts,x, t1,y, . . . , ts,y ege´szek, melyekre







minden i = 1, . . . , s, e´rte´kre, e´s
xm = γ
t1,x
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